Sumovd analyza synchronni kumulace (filtrace, priimérovani)

Sumova analyza synchronni kumulace
Petr Sladek, CTU FEE
sladek@asix.cz; www.smishek.com

Méieny signal s(t)=p(t)+n(t) definujeme uZzitecnym periodickym signdlem p(t) a
aditivnim Sumem n(t) s hustotou pravdépodobnosti d(n,params); , params” je vektor prametr
rozdéleni (normalni, binomické,...).

Kumulac¢ni technika zvySovani SNR vyuziva nulové ¢i konstantni stfedni hodnoty
aditivniho Sumu, priméruje D-krat' opakujici se periodické vzorky s periodou T (to byva
synchronizacni signal). Diky nekorelovanému Sumu n(t) dostavame:

S e (1 Zp (t+kT)+n(t+kT)= 11) Dplt +§ n(t+kT)|=
k 1
D

Z (t+kT)=p(t)+n(t)

Aplituda Sumu je po filtraci rovna arltmetlckemu praméru n(t+kT) z D vzorka. Pokud
uvazime, ze Sum ma nulovou nebo kostantni znamou stfedni hodnotu, je nekorelovany,
dojde ke snizeni amplitudy Sumu.

- 1 P
Zkoumejme nyni jen ,novy”, primérovany Sum n(t)=52 . M(t+kT) . Hledame

kolikrat se zmensi var N pfi D-nasobné filtraci. Vyuzitim var Y X = varX, a
var aX =a’var X pro nekorelované ndhodné veli¢iny dostdvame

D
var N=%Z varN=ivarN
D= D

~ 1
Pro normalni rozdéleni pak plati 0=—=—=0 , pro symetrické rovhomérné rozdéléni o ,,Sifce” a
N D

plati var N= %1—122 61D = 51:%0 . Z uvedeného vyplyva, ze se SNR zvySuje VD
krat pfi absolutné piesné synchronizaci repetici signalu p(¢) % Tato analyza se tykala spojité
kumulace prakticky nerealizovatelné (nekonecna pamét), pokud je ale Sum frekvencné
omezen shora, Ize kumulaci provést ¢islicové. DiileZité je, Ze D zavislost zvyseni SNR plati
i v diskrétnim pripadé. Toto tvrzeni bylo ovéfeno numericky — viz. pfiloha 1.

Casova nestabilita (jitter) synchroniza¢niho signalu se projevi v piekryvéani vzorkt
(synchronous sample jitter):

1 Depth, hloubka ¢i pocet bufferti (akumulatort dat) pro primérovani
2 Jiné odvozeni naleznete v [1] — Kumula¢ni metody zvyraziovani signalu.
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Sync No Jitter Sync. Jitter
sample#
buferc 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
buffer1 M1 12 13 14 15 16 17 18 .8 11 12 13 14 15 16 17 18
buffer2 21 22 23 24 25 26 27 28 21 22 23 24 25 26 27 28 31

missing values — default 0

Zahrnutim jitter synchronizacniho signdlu se zméni meéfeny signal, tentokrate jiz
vzorkovany na s(i)=p(i)+7n(i)+j(i) . Slozka j(i) ®je $um zptsobeny pfekryvanim sobé
neodpovidajicich si vzorki. Pro jednoduchost jsou ¢ ~iT ,, , 1ze si pod tim predstavit i-té
vzorky (tj. obsah paméti) nebo iT.., vzorky signdlu v redlném dcase. Jelikoz je 7i(i)
nekorelovany, lze vliv jitter sync. signdlu zanedbat a Sum 7 (i) povaZovat za nezavisly na

j(i) . Oba $sumy budeme tedy zkoumat nezavisle na sobé. Pro kazdé dva repeti¢ni vzorky
(napf. obsah buffer0, bufferl) plati

J)=pli)=plitj,)
kde J, je ,vzorkova odlehlost” p(i) bufferu 0 a 1, tj. o kolik vzork se signal posunul
diky jitter. Signal p(i) musi byt samozfejmé periodicky pro k7 . Sum J, je tedy
diskrétni ndhodna veli¢ina nabyvajicich diskrétnich hodnot <-N,N> zptsobujici ,,rozmazani”

signalu v ¢asové ose.

Z vy$e uvedeného je zfejmé, Ze propagace J, do vysledného signilu s(f) SNR
Enhanced zavisi na pribéhu , ¢istého” méronosného signalu p(t) . Pokud bude s(i)
konstanta neprojevi se viibec, pokud bude p(i) ,toggle” -c kazdy sudy a ¢ kazdy lichy
vzorek, projevi se velmi vyznameé, az destrukci méronosného signdlu. Intuitivné bez dalsich
,veédeckych” odvozeni vidime, Ze pro efektivni potlaceni jitter sync. signdlu je nutné
mnohondsobé prevzorkovat (desitky aZz tisice) méronosny signal a tim dosdhnout co
nejhladsiho (nejplossiho) pribéhu p (i) . Tato metoda je efektivni pokud je jitter srovnatelny
se_vzorkovacim intervalem, pokud je vzorkovaci interval mnohondsobé kratsi nez jitter,

prestava mit dalsi zvySovani vzorkovaci frekvence smysl.
Pro kazdou tfidu funkci p(i) je nutné urcit novou hustotu pravépodobnosti, pfi
znamé hustote  j (i)
- nulova pro necitlivé funkce na jitter,
- kalkuluje s vzorkovaci frekvenci — tj. odrazi rychlosti zmén mezi sousedimi vzorky.
Uvadim ilustra¢ni obrazek, co se déje v tomto modelovém piipadé:

3 jsvlnkou ma stejny vyznam jako i s vinkou, jde o pramér ze vSech buffert
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Princip:

rozmazani meronosne funkce
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Obr 1.

Skutecnost v bufferech (odlehlost je minimalné 1 sample).

rozmazanimeronosne funkce

Obr 2. Pozn. hladky, modry signal je priimérna hodnota z 10, zobrazeno pouze 3.

Husota pravdépodobnosti pro tento ukazkovy pfipad byla zvolena je diskrétni ,normalni”
dt= fix (normrnd (0,2, [D,1])"):
Obr 3. Hodnoty na vodorovné ose udavaji posun ve vzorcich tj. Tjitter/Tsamplovaci.
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Vysledny sum (i) lze modelovat jako D-nasobny primér rozdilu viech posunutych
vzorkt v bufferech vici referencnimu vzorku. Upozornuji, Ze toto je zjednoduSeny model,
ktery postihuje jen malé amplitudy /(i) , protoZe neni jasné jakym zpiisobem se budou v
praxi_extrapolovat chybéjici vzorky a co se bude délat s pfebyvajicimi vzorky (vhodnou
technikou by je Slo totiz pouzit pro doplnéni chybéjicich v bufferech. Pokud zndme pfesnou
periodu sync. signalu (napf. priimérovana perioda sync. signalu) neni veliky problém
automaticky korigovat ,shift” (jitter) v bufferech a tim Sum eliminovat. Tento model pocita s
tim, Ze se nic neeliminuje a méronosna fukce vykazuje mezi dil¢imi buffery pouze drobné
tadzové posuny. Bude tedy davat hosi vysledky pokud se nepouzije autokorekce jitter a o malo
lepsi nez kdyz se chybéjici vzorky nahradi nulou a prebyvajici se odseknou. Srovnatelné pak,
pokud se pouzije extrapolace — dopocteni chybéjicich vzorkt z jedné periody. Obecné tedy
dostavame

N
T je perioda méronosného signalu, N mnozstvi vzorkii na periodu, p(ki) je samplovana
meéronosnd funkce. Protoze zadani pozaduje zkoumat sinusovku jako p(ki), model Sumu
vypada nasledovné

N S T . . : .. v 1y
jli)=—— pl—=(i+j.n)|—Pl=i]], vindexu J..y =i+N celoéiselné.
D_l k=0 N

~'(i)—LDZ_:2 sinE(H j )—sinz—ni
.] D—l = N .]i+N—k N

Protoze uvazujeme J,_, <N lze pomoci sin(x+B)=sinxcosB+cosasinf , sina~x «—0
a cosx~1 «o—0 wukazat, Ze

~ 21
] ( )ﬁUC()S( ]V' ) ]v’ l) 1 :E: Jl +~N—-k

pro D=1 (74dn4a kumulace) musi byt definitoricky (i )—0 , protoze Sum vznika primérovanim
vzajemé posunutych vzorki. Jitter /,.y nabyva diskrétnich hodnot z oboru pfirozenych ¢isel, ale
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j (i) nemusi i kdyZ je diskrétni. Napt. pro D=3 muize nabyvat hodnot -1.5, 0.5, 0..* M4 takovyto
prubéh (ilustrace):

0.6

1920 1940 1960 1980 2000 2020 2040 2060 2080 2100

,Hrubou silou* (vypoctem) jsem ziskal husotu pravépodobnosti, pokud ma Jj;.y normalni
rozlozeni (bohuzel vypocitat hustotu je znacny problém, konzultoval jsem tento statisticky ofiSek s
RNDr. L. Nentvichem):

0 histogram Js(lj—sam ple jitter, pocetvzorku na periodu=200, D=4 filtrace, sigma 2
X

Obr. 5 Hustota pro um ; a diskrétni hodnoty normalni Jj,.y vpravo N=200, D=4.

4 To je zohlednéno v m-file getQuasinHist(): yrnd=(1/(D-1)).*round((D-1).*normrnd(0,sigma/sqrt(D-1),[3000 17));
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w10t histogram JS[\]-samp\s fitter, pocetvzorku na periodu=200, D=2 filtrace, sigm 2 2 histogram ~j(i) - na vystupu filtru, pocetvzorku na periodu=200, D=2 filtrace, sigma 2
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Obr.6 Hustota pro um ; a diskrétni hodnoty normalni  j,.y vpravo N=200, D=2.

histogram ji[i) - sam ple jitter, pocetvzorku na periodu=200, D=4 fitrace, signa 2

it 1ot histogram i ()< sample jiter, pocetvzorku na periodu=200, D=2 fliace, sign a 2

Obr.7 To samé ve stejném poradi s rovnomérnym rozloZzenim j,. y

Tento ,.kvazindhodny“ Sum se pficita k vyslednému signalu spolecné s aditivnim Sumem
prichazejicim ze senzoru s(i)=p(i)+n(i)+ /(i) . Domnivam se, Ze analyticky vypocet takovych
hustot je ukol pro zkuseného matematika, proto jsem jak hustoty tak jejich rozptyly pocital pomoci
Matlabu (,,hrubou silou*). Pro ziskani hustoty jsem napsal funkci
function [Hj H] = getQuasinHist(gauss,N,p,D,Jinterval,Vinterval)?’
gauss =1 normani, =0 rovnhomeérné; N pocet vzorkt na periodu; p parametr hustoty, D pocet
prameérovani, Jinterval, Vinterval interval pro histogram jitter a hodnot samotného signalu.

5 iz ptiloha 3
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Celkovy vypocet SNR provadi skript snrej.m’, ktery projde mnozinu hodnot N a D
selN = [10 20 50 100 2001];
selD = [2 3 4 5 10 20 50 100 200];
pfi némz automaticky adjustuje sitku historamu tak, aby nepretékal a nebo nebyl vyuzit jeho
rozsah (to zptisobuje obrovské chyby, horsi nez pfeteceni). Adjustace intervalt histogramu se
provadi napul heuristicky, cely soubor se neprochdzi:
sVinterval = (Vinterval/ (sqrt (sgrt (N))*sqrt(D-1)*(D-1)));
sJinterval = Jinterval*sqrt (N);
Protoze getQuasinHist() vraci hustoty dle zadaného jitteru v samplech, nikoliv ¢asu je nutné
tuto hodotu upravit, podle aktualniho prevzorkovani N:
sp=p* (N/ (2*pi));
ziskdme aktalni hustotu
[Hj H] = getQuasinHist (GAUSS,N, sp,D,sJinterval,sVinterval);

vypocitame rozptyl
varJ=(sVinterval.*sVinterval) *H';

Vysledky vypoctu:

SNR pro signal sin(x), gauss jitter sigma=4.8 procenta periody

SNR [dB]

pocetvzorku na periodu

hloubka bufferu D

6 viz priloha 2
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SNR pro signal sin(x), uniform jitter a=4.8 procenta periody
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SNR pro signal sin(x), gauss jitter sigma=0.8 procenta periody
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Na poslednim grafu je trochu patrné zlepSeni SNR pfi mensim mnozstvi vzorkt — ano,
je to logické, protoZe se sniZi citlivost na ruSeni faze, ale v praxi je potieba spi$ desitky az
stovky vzorkt na obecnéjsi funkci nez je sinus.

SNRE jako rozdil SNR_pfed_filtrci — SNR_po_filtraci aditvintho Sumu je

~_ 1
o=—

20log VD=10log D . Pro signély s normalnim rozlozenim plati 5

-1
rozlozenim d= _\/B a.

0 a s rovnomeérnym

SNRE jitter sync signalu jde odvodit z rozdilu SNR_D=2 — SNR_po_filtraciD>2. Jitter
Sum vznika nedokonalym zasynchronizovanim az v kumuldtoru, samotny signal nic
takového neobsahuje. Toto tvrzeni 1ze jednodusSe ovérit vypoctem nékolika hodnot amplitudy
$umu a vysledného SNR’. Prtibéh SNRE se blizi jen velmi p¥iblizné 10logyVD D® .

SNRE jitter sync. signalu

70.0
65.0
60.0
55.0
50.0 :
45.0
40.0 . N=20

35.0 N=30
/ N=60

/
30.0 7 . N=150
25.0 N=200

20.0 -+
15.0
10.0 -
5.0

SNRE [dB]

0 25 50 75 100 1256 150 175 200
D
Tato zavislost plati pro jitter ptiblizné 20x a vicekrat niz$i nez je perioda signalu. Mezi
normalnim a rovnomérnym rozloZenim neni znatelny rozdil (v rdmci pfesnosti vypoctu).

Literatura:
Cislicova filtrace, analyza a restaurace signald, Jifi jan. VUT Brno. nakl VUTIUM, ISBN80-214-1558-4

7 Viz ptiloha 4
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Ptiloha 1

4x primérovany Sum
stredni hodnota x_i je: 9.976345e-004

stredni hodnota kvadratu x_i je: 2.511952e-001

odhad rozptylu hodnot s: 5.011928e-001

neprimérovany Sum
stredni hodnota x_i je: -3.991835e-003

stredni hodnota kvadratu x_i je: 1.000156e+000

odhad rozptylu hodnot s: 1.000070e+000

skript testfilt.m:

wavl = normrnd (0,1, [50000 1]);
wav2 = normrnd (0,1, [50000 1]);
wav3 = normrnd (0,1, [50000 1]);
wav4d = normrnd (0,1, [50000 1]);
$wav = (wavlt+wav2+wav3+wavd)./4;

wav=wavl;

%$stredni hodnota
mu = mean (wav) ;

fprintf ('stredni hodnota x i je: %d \n', mu);

sodhad rozptylu:

av2 =

mean (wav.*wav) ; $dot product = x i~2
fprintf ('stredni hodnota kvadratu x i je: %d \n',av2);

s = sgrt(av2 - power (mu,2));

fprintf ('odhad rozptylu hodnot s:

Petr Slddek, id sladepl

%d \n',s);
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Priloha 2
Svypocet SNR jitter

selN = [20 30 60 150 200];

selD = [2 3 4 5 10 20 50 100 200];
$selN=[200];

$selD=[4];

GAUSS=1;

p=20.4;

Jinterval=-2:0.2:2;
Vinterval=-1.5:0.05:1.5;

lenN=length (selN) ;
lenD=length (selD) ;
selVPS = zeros(lenN, lenD) ;
selMPS = zeros(lenN, lenD) ;

for iN=1:1lenN,
for iD=1l:1lenD,
N=selN (iN) ;
D=selD (iD) ;
%zjemnovani intervalu (kvuli filtraci) a vypocet histogramu:
sVinterval = (Vinterval/ (sqrt(sqrt(N))*sqrt(D-1)*(D-1)));
sJinterval = Jinterval*sqrt(N) ;
%protoze p udava jitter v samplech je nutne hodnotu upravit, tak aby
%byla vyjadrena v case tj na periodu 2pi (tj. konstatna nezavisle na sample rate).
%$jitter cas = 2*pi*(jitter samples/N)
sp=p* (N/ (2*pi)) ;
[Hj H] = getQuasinHist (GAUSS,N,sp,D,sJinterval,sVinterval) ;

Svypocet rozptylu:
varJ=(sVinterval.*sVinterval) *H';

$kontrola overflow/underflow
if (sum(H(1:5))>0.005)
fprintf ('Histogram bounce overflowed\n!');
end;
%$prozkoumat okoli jestli je nula.
x=floor (length (H) /5) ;
if (sum(H(x: (x+5)))<0.01)
fprintf ('Histogram bounce underflowed\n!');
end;

if (1)

figure (2); clf;

bar (sJinterval, Hj); grid on;

title(sprintf('histogram ~j(i) - na vystupu filtru, pocet vzorku na periodu=%d,
D=%d filtrace, sigma %d4',N,D,p));

figure (3); clf;

bar (sVinterval, H) ; grid on;

title(sprintf('histogram j_s(i) - sample Jjitter, pocet vzorku na periodu=%d, D=%d
filtrace, sigma %d' ,N,D,p));
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end
selVPS (iN,iD)= wvardJd;

end;
end;
%predpoklad, ze se funkce RMS moc nemeni a lze linearizovat -> pak by melo
%byt rozdeleni taky gaussovske nebo normalni varX = sigma”2, sigma=Vrms pro
%gauss rozdeleni
SNR = 20*1ogl0 (sqrt(selVPS)/0.707) ;
figure(1l); clf;
SURF (selD, selN,SNR) ; colormap jet;
if (GAUSS)
title(sprintf ('SNR pro signal sin(x), gauss jitter sigma=%0.2g procenta
periody',100*p/ (2*pi))) ;
else
title(sprintf ('SNR pro signal sin(x), uniform jitter a=%0.2g procenta
periody',100*p/ (2*pi))) ;
end
xlabel ('hloubka bufferu D');
ylabel ('pocet vzorku na periodu') ;
zlabel ('SNR [dB]'):;
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Priloha 3

function [Hj H] = getQuasinHist(gauss,N,p,D,Jinterval,Vinterval)

%gauss - 1 = normalni roznozeni, 0 = rovnomerne
%N - pocet vzorku na periodu

%gauss=1;

$Sa=1;

%sigma=0.5;

$N=350;

$D=1;

$interval=[-2:0.1:271;

t=(2*pi/N) : (2*pi/N) : (2*pi) ;
xsin=(2*pi/ (N.*(D-1))) .*cos(t);

if (gauss)

sigma=p;

yrnd=(1/(D-1)) .*round((D-1) . *normrnd (0, sigma/sqrt(D-1), [3000 1]));
else

a=p;

yrnd=(1/(D-1)) .*round((D-1) . *unifrnd (- (a/sqrt(D-1)) ,a/sqrt(D-1) ,[3000 1]));
end;

Hj = histc(yrnd,Jinterval) ;
gsr = yrnd*xsin;

$figure(2); clf;

foo = size(gsr);

len = foo(1l)*foo(2);
quasirnd=reshape(gsr',1, len);
%$stairs(quasirnd); grid on;
$figure(3);clf;
H=histc(quasirnd,Vinterval)./len;%grid on;

if (gauss)

$title (sprintf ('histogram normalni rozlozeni j (i), pocet vzorku na
periodu=%d',6length(t)))

else

$title(sprintf ('histogram rovnomerne rozlozeni j (i), pocet vzorku na
periodu=%d', length(t)));

end
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Ptiloha 4

viz také annex4.ods (openOffice spreadsheet)

SNR 1 vzorek p=0.2

D 2
N

20 -133

30 -13.7

60 -13.9

150 -14.5

200 -14.9

SNR 2 vzorek  p=0.5

D 2
N
20 6.6
30 -7.2
60 -8.2
150 9.9
200 -10.4
SNRE: p=0.2
D 2
N
20
30
60
150
200
SNRE: p=0.5
D 2
N D
20N=20
30N=30
60 N=60
150 N=150
200 N=200
odchylka dB
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3

-22.7
-22.9
-22.9
-23.5
-23.8

-15.7
-16.6
-17.4
-18.9
-19.4

9.4
9.2
9.0
9.0
8.9

9.1
9.4
9.1
9.0
8.9

-0.34
0.16
0.14

0.05

4

-27.9
-28.2
-28.4
-28.6
-29.1

211
-21.7
-22.6
-241
-24.6

14.6
14.5
14.5
141
14.2

14.5
14.5
14.4
14.2
14.2

-0.06
-0.03
-0.09
0.09
0.01

5

-32.0
-32.1
-32.1
-32.6
-32.8

-24.9
-25.4
-26.3
-27.9
-28.4

18.7
18.4
18.3
18.1
17.9

18.3
18.2
18.1
18.0
17.9

-0.4
-0.18
-0.18
-0.01

0.02

10

-42.4
-42.6
-42.6
-43.3
-43.1

10

-35.5
-36.0
-36.9
-38.4
-39.0

10
291
29.0
28.8
28.7
28.2

10

10
28.9
28.8
28.6
28.6
28.6

-0.18
-0.15
-0.17
-0.18

0.33

20

-52.5
-52.2
-52.4
-52.9
-53.1

20

-45.2
-45.9
-46.8
-48.2
-48.7

20
39.2
38.6
38.5
38.4
38.2

20

20
38.6
38.7
38.5
38.3
38.3

-0.62
0.11
0.01

-0.08
0.12

50

-64.6
-64.7
-65.0
-65.2
-65.4

50

-57.6
-58.0
-58.9
-60.6
-61.1

50
51.3
51.0
51.1
50.7
50.5

50

50
51.0
50.8
50.7
50.7
50.7

-0.29
-0.22
-0.41
-0.01

0.13

100

-73.7
-73.9
-74.1
-74.4
-74.5

100

-66.8
-67.3
-68.3
-69.7
-70.3

100
60.4
60.2
60.2
59.9
59.6

100

100
60.3
60.1
60.0
59.8
59.9

-0.11
-0.1
-0.2

-0.13

0.28

200

-82.8
-83.1
-83.2
-83.5
-83.8

200

-75.9
-76.5
-77.4
-78.8
-79.4

200
69.5
69.4
69.4
69.0
68.9

200

200
69.3
69.3
69.1
68.9
69.0

-0.23
-0.14
-0.23
-0.1
0.09
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