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mathextender!

�
thought by Async
written in LATEX

Essential note: gramatické chyby, nechť si každý oprav́ı,— sám

1 Komplexńı č́ısla jsou v́ıc než pouhé “i”.

Motto: Když si nejsi jist analytickým řešeńım, spočti to numericky – sice
těžkopádně, pro některé hloupě, ale za to jistě s chybou, ale ne v řádech!

Začneme jedńım ze “skvost̊u” matematiky:

eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ) (1)

Kdo nevěř́ı, což je chválihodné, nechť prověř́ı:
Exponenciela ex má zaj́ımavou vlastnost v okoĺı bodu x = 0, chová se

totiž jako př́ımka (lineárńı funkce) y = x + 1. Této vlastnosti lze využ́ıt pro
výpočet ex i pro x ∈ R. Lze psát:

e∆x = 1 + ∆x + o((∆x)2) ∆x → 0 (2)

Záhadné o((∆x)2) je chyba, jež je zanedbatelná oproti ∆x.

(e∆x)n = e∆xn x ∈ R,n ∈ N

indukćı podle exponentu n lze ukázat:

(e∆x)n = e∆xn = (1 + ∆x + o((∆x)2))n = (1 + ∆x)n + o((∆x)2), ∆x → 0
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srozumitelně tedy:

e∆xn ' (1+∆x)1 · (1+∆x)2 . . . (1+∆x)n =
n∏

i=1

(1+∆x), ∆x → 0, n ∈ N

(3)
protože umı́me umocňovat celými č́ısly je snadné vypoč́ıtat i ex, x ∈ R.

Pokud zvoĺıme ∆x = x/n potom dosazeńım do výrazu (3) dostaneme:

(e
x
n )n = e

x
n

n = ex ' (1 +
x

n
)n n →∞⇒ ∆x → 0

což lze přepsat na limitu:

ex = lim
n→∞(1 +

x

n
)n (4)

pokud polož́ıme k = xn:

ex = lim
n→∞(1 +

x

k
)k = lim

n→∞(1 +
x

xn
)xn = lim

n→∞(1 +
1
n

)xn

Př́ıklad 1. Vypočtete eπ bez pomoci instrukce F2XM1 (2x) a FLDL2E
(konstanta log2e). Obě instrukce podporuje FPU1 Pentia. Předpokládáme
dostupnost kalkulátoru, jež je obdařen schopnost́ı násobit ;-).

Řešeńı. Budeme iterovat výraz (4) pro n = 100, x
n = ∆x = π/100 .=

0.031415926: 2

(1 + 0.031415926)1 · (1 + 0.031415926)2 . . . (1 + 0.031415926)100
.= 22.

Výsledek “FPU”: 23, 14, náš výsledek je 22, pro n = 1000 je rozd́ıl hodnot
pouze 0, 11 (lepš́ı jak 5%).
Poznámka. Výraz (4) lze rozvinout pomoćı binomické věty v řadu:

(1 +
x

n
)n = 1 +

(
n
1

)
x

n
+

(
n
2

)
x2

n2
+

(
n
3

)
x3

n3
+ . . . (5)

Výraz
(

n
k

)
· 1

nk = n!
(n−k)!k!nk (naštěst́ı) konverguje pro n → ∞ k 1/k!, pro

k = 1 je n!
(n−k)!k!nk = 1/k triviálně splněn. Úpravou (5) źıskáme rozvoj

exponeciálńı fce do mocninné řady:

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ . . . +

xn

k!
(6)

1Floating Point Unit = poč́ıtadlo pro č́ısla s plovoućı čárkou
2Pozn. doporučuji použ́ıt funkce xy, jinak se umačkáte!
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Jak dostat do hry i ? Podle (4):

ex = lim
n→∞(1 +

x

n
)n

pak také (y = x/k):

eky = lim
n→∞(1 +

ky

n
)n

pak také:

eix = lim
n→∞(1 +

ix

n
)n

Nyńı máme vše připraveno na “matematický experiment” (stejnou iteračńı
metodu jako v př́ıkladu 1).

Laboratorńı pomůcky:
PC (stač́ı starš́ı stroj min. 286).
Hlava znalá: (C) OR (C++) OR (Pascal) OR (Delphi) OR (Java)

OR (PHP) ... OR (jakýkoliv tabulkový procesor).

Výpočet sestavte následovně:
krok 1. (1 + i∆x)
krok 2. (1 + i∆x)(1 + i∆x) = (1 + 2i∆x−∆x2) do jedné “škatulky” dejte
<(1 + i∆x)2 = 1−∆x2 do druhé =(1 + i∆x)2 = 2i∆x
krok 3. (a + ib)(1 + i∆x), kde a je reálná část (<) z předchoźıho kroku, b
je imaginárńı část (=). Nyńı tedy padne do škatulky a (<) a − b∆x a do
škatulky b (=) i(a∆x + b).
Opakujte n-krát.

Poznámka. Lépe se bude problém programovat tak, že mám 2 promněnné:
Re, Im. Na začátku je inicializuji Re = 1, Im = 0. Zacykĺım se ve smyčce:
výsledek pro každý krok bude:

Re = a− b ·∆x = Re− Im ·∆x,
Im = a ·∆x + b = Re ·∆x + Im
∆x doporučuji volit max. 0,01 pro dosažeńı malého zkresleńı.

Výsledek je až strhuj́ıćı — v proměnné Re “skáče” cosinus, v Im sinus! (pro
vizualizaci tohoto “efektu” je nutné vynášet do grafu alespoň 50 vzork̊u ze
všech iteračńı krok̊u za periodu 2π).

Poznámka. Kdo si takto “nezahraje” a “nerýpe”, nezjist́ı ještě jednu zaj́ımavou
věc: Pokud zvoĺıte i · i = 1, pak namı́sto cosinu vznikne hyperbolický cos-
inus, namı́sto sinu zas hyperbolický sinus. Vı́c obrázk̊u s v́ıce rozměrnými
č́ısly: http://asyncbrain.baf.cz/m/nt/index.htm.
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Na mı́stě je analytický “d̊ukaz”: Podle (6):

eix = 1 +
ix

1!
+

(ix)2

2!
+

(ix)3

3!
+

(ix)4

4!
+ . . . +

(ix)n

k!
(7)

každé i2n (sudé) je reálné, každé i2n+1 (liché) je imaginárńı. Zbývá určit
znaménka:
Nechť existuje č́ıslo ik, jestliže je zbytek po celoč́ıselném děleńı k/4

zbytek pak. . . exampla
0 pak ik = 1 (i0 = 1, ii · ii = −1 · −1 = 1),
1 pak ik = i (i1 = i, ii · ii · i = −1 · −1 · i = i),
2 pak ik = −1 (i2 = −1, ii · ii · ii = −1 · −1 · −1 = −1),
3 pak ik = −i (i3 = −i, ii · ii · ii · i = −1 · −1 · −1 · i = −i).

potom lze (7) zjednodušit:

eix = cos(x) + i sin(x) = 1 + i
x

1!
− x2

2!
− i

x3

3!
+

x4

4!
+ i

x5

5!
− x6

6!
− i

x7

7!
. . . (8)

Reálná složka výrazu (8):

cos(x) = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
. . . (−1)n x2n

(2n)!

což je opravdu Taylor̊uv rozvoj fukce cosinus.
Imaginárńı složka výrazu (8):

sin(x) =
x

1!
− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
. . . (−1)n x2n+1

(2n + 1)!

což je opravdu Taylor̊uv rozvoj fukce sinus.

2 Vysvobozeńı sklerotik̊u, aneb ti, co “neudrž́ı”. . .

Pokud máte problémy s “vzorečky” pro sin, cos, tg . . . pamatujte si jen tohle:

eiϕ = cosϕ + i sinϕ ii = −1

Vzorec pro dvojnásobný úhel: e2iα = e(iα)2 = (cosα + i sinα)2 = cos2 α +
i2 sinα cosα− sin2 α = cos(2α) + i sin(2α), “roztržeńım” na reálnou a ima-
ginárńı část dostáváme:

sin(2α) = 2 sinα cosα
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cos(2α) = cos2 α− sin2 α

Vzorec pro součet úhl̊u:

ei(α+β) = eiα.eiβ = (cosα + i sinα)(cosβ + i sinβ) = cosα cosβ −
sinα sinβ + i cosα sinβ + i sinα cosβ = cos(α + β) + i sin(α + β)

“roztržeńım” na reálnou a imaginárńı část dostáváme:

cos(α + β) = cosα cosβ − sinα sinβ

sin(α + β) = cosα sinβ + sin α cosβ

Dovoĺım si jednu d̊uležitou poznámku k těmto “vzorečk̊um: Jedá se totiž
o rotaci vektoru v ploše, nebo vzájemnou rotaci kartézských souřadnicových
soustav. Výrazy:

x0 = cosϕ, y0 = sin ϕ

popisuj́ı transfomoraci vektoru jednotkové velikosti z polárńıho souřadnicového
systému do kartézského.

Pro rotaci kartézských souřadnic se v [1] zavád́ı (doporučuji přeč́ıst kapi-
tolu 11 (Vektory - rotace), je tam hezké geometrické odvozeńı):

Nechť x0 a y0 jsou složky vekotoru v nerotované soustavě “XY0”, nechť
x% a y% jsou složky téhož vektoru (stejná velikost i směr) v nové soustavě
“XY%” rotované o úhel % oproti “XY0” (+% proti směru hodinových ručiček),
potom:

x% = x0 cos % + y0 sin % y% = y0 cos %− x0 sin % (9)

V polárńıch souřadnićıch dostaneme stejný výsledek pouhým rozd́ılem
úhl̊u ϕ − %, protože (9) popisuje rotaci soustavy, je tedy nutné vektor po-
sunout zpět, aby z̊ustal zachován směr. Pokud dosad́ıme do (9) x0 = cosϕ,
y0 = sinϕ a x% = cos(ϕ − %), y% = sin(ϕ − %), potom źıskáme součtové
vzorce, nebo lépe transformace složek vektor̊u rotovanehého vektoru (+%)
nebo rotované soustavy (−%) o úhel %:
rotace vektoru:
Složka X:

cos(ϕ + %) = cosϕ cos %− sinϕ sin %

Složka Y:
sin(ϕ + %) = cos ϕ sin % + sinϕ cos %

rotace soustavy:
Složka X:

cos(ϕ− %) = cosϕ cos % + sin ϕ sin %
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Složka Y:
sin(ϕ− %) = sinϕ cos %− cosϕ sin %

Poznámka. Jak se prohodila znaménka: fce sinus je lichá: sin(−α) = − sinα
a cosinus je fce sudá: cos(−α) = cosα, nakreslete si jejich p̊uběhy, cosinus
lze zrcadlit podle osy y, ježto sinus nelze bez otočeńı znaménka.

Poznámka. sin2 α + cos2 α = 1 je pythagorova věta – poloměr kružnice je 1,
čili neńı problém odpovědět na otázku kolik je absolutńı hodnota z eix, ano
je to 1.

Vzorec pro polovičńı úhel:

ei α
2 =

√
eiα =

√
cosα + i sinα = cos

α

2
+ i sin

α

2

umocněńım:

cosα + i sinα = cos2
α

2
+ i2 sin

α

2
cos

α

2
− sin2 α

2

reálná část výrazu je:

cosα = cos2
α

2
− sin2 α

2
, (cos2 ϕ + sin2 ϕ = 1)

cosα = 1− sin2 α

2
− sin2 α

2
= 1− 2 sin2 α

2

sin2 α

2
=

1− cosα

2
zde se muśıme zastavit: sin2 α

2 “maže” znaménko!

sin
α

2
=

√
1− cosα

2
, pro všechna α ∈ 〈0 + 2kπ, π + 2kπ〉 (1)

sin
α

2
= −

√
1− cosα

2
, pro všechna α ∈ 〈π + 2kπ, 2π + 2kπ〉 (2)

obdobně lze dosazeńım sin2 ϕ = 1− cos2 ϕ źıskat:

cos
α

2
=

√
1 + cosα

2
, pro všechna α ∈ 〈−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ〉 (3)

cos
α

2
= −

√
1 + cos α

2
, pro všechna α ∈ 〈π

2
+ 2kπ,

3
2
π + 2kπ〉 (4)

imaginárńı část výrazu je nezaj́ımavá, jelikož sinα = 2 sin α
2 cos α

2 je to samé
jako sin 2β = 2 sinβ cosβ
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3 Když komplexńı, tak komplexńı!

eiπ = −1

? = ln(−1)?

? = ii?

? = logiπ(x)?

? = aix?

Např́ıklad ln(−1) = i(π + 2kπ) — hledáme arccos(−1), protože i sin(ϕ)
muśı být nulová!

aix je standardńı aplikace ax = ex ln a, takže aix = eix ln(a). Detailńı
pohled:

ax = 1 + ln(a)x, x → 0

konstanta ln(a) potom vystupuje i ve výrazu ei ln aϕ = cos(ln aϕ)+i sin(ln aϕ)

Ti, kdo touž́ı poznat logiπ(x), cesta je otevřená.

Poznámka. Zaj́ımavost́ı je, že ii = −1 přináš́ı nové fce, které jsou nevyjádřitelné
konečnou kombinaćı algebraických fćı. ii = 1 nic nového nepřináš́ı — coshϕ
i sinh ϕ je vyjádřitelná pomoćı eϕ.

4 Slavná, i když banálńı Moivreova věta.

Nutno si uvědomiti, že neńı rozd́ılu mezi eiϕ a ei(ϕ+2kπ), je tedy lepš́ı použ́ıvati
formy obecněǰśı, neb nás nesvede na zcest́ı:

n
√

ei(ϕ+2kπ) =
(

ei(ϕ+2kπ)
) 1

n

= ei ϕ+2kπ
n = ei ϕ

n
+i 2kπ

n

Došlo rázem ke změně: ei ϕ
n

+i 2kπ
n již neńı stejné pro jakékoliv k!, stejné

“sekvence” č́ısel dostáváme každým celoč́ıselným násobkem k/n, proto vznikne
právě n č́ısel:

x0 = ei ϕ
n

x1 = ei(ϕ
n

+ 2π
n

)

...
xn−1 = ei(ϕ

n
+

2(n−1)π
n

)

xn = ei(ϕ
n

+ 2nπ
n

) = x0 = ei ϕ
n
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5 Skalárńı součin mi nedal, naštěst́ı, spát.

Máme zjistit zda

cosϕ‖−→h ‖‖−→k ‖ = −→
h · −→k = h1k1 + h2k2 + . . . + hnkn

−→
h ,
−→
k ∈ Rn

Poznámka. Rn je n-rozměrný prostor (každá složka vektoru je reálné č́ıslo,
čili 3D ∼ R3).

Každé 2 lineárně nezávislé vektory v Rn “generuj́ı” R2 tj. plochu, proto
nás bude zaj́ımat pouze

cosϕ‖−→h ‖‖−→k ‖ = −→
h · −→k = hxkx + hyky

−→
h ,
−→
k ∈ R2

Projekci vektor̊u do osy x lze rozepsat: hx = ‖−→h ‖ cosα, kx = ‖−→k ‖ cosβ,
projekci vektor̊u do osy y lze rozepsat: hy = ‖−→h ‖ sinα, ky = ‖−→k ‖ sinβ.

potom:

cosϕ‖−→h ‖‖−→k ‖ = ‖−→h ‖ cosα‖−→k ‖ cosβ + ‖−→h ‖ sinα‖−→k ‖ sinβ =

= ‖−→h ‖‖−→k ‖(cosα cosβ+sinα sinβ) = ‖−→h ‖‖−→k ‖ cos(α−β) = ‖−→h ‖‖−→k ‖ cosϕ

Mysĺım, že stoj́ı za povšimnut́ı, že se nám tu zjevila stejná formule jako
u rotace soustav:

cosα cosβ + sinα sinβ = cos(α− β)

Pokud je ‖−→k ‖ = 1, pak skalárńı součin vraćı právě “ixovou” souřadnici
vektoru, který je nyńı popsán v nové, rotované soustavě o úhel β!

Správného šťouru napadne, a což takhle sin(α−β) ? Zkusme postupovat
zpětně:

sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ

vynásob́ıme ‖−→h ‖‖−→k ‖:

‖−→h ‖‖−→k ‖ sin(α− β) = ‖−→h ‖‖−→k ‖ sinα cosβ − ‖−→h ‖‖−→k ‖ cosα sinβ =

= ‖−→h ‖ sinα‖−→k ‖ cosβ − ‖−→h ‖ cosα‖−→k ‖ sinβ

inu, hx = ‖−→h ‖ cosα, kx = ‖−→k ‖ cosβ, hy = ‖−→h ‖ sinα, ky = ‖−→k ‖ sinβ pak
se div́ıme, pokud si matně vzpomeneme na výpočet determinantu...

‖−→h ‖ sinα‖−→k ‖ cosβ − ‖−→h ‖ cosα‖−→k ‖ sinβ = hykx − hxky = det
(

hy hx

ky kx

)
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zjistili jsme tedy zaj́ımavost:

cosϕ‖−→h ‖‖−→k ‖ = −→
h · −→k = hyky + hxkx

−→
h ,
−→
k ∈ R2

a
sinϕ‖−→h ‖‖−→k ‖ = det

(−→
h−→
k

)
= det

(
hy hx

ky kx

) −→
h ,
−→
k ∈ R2

Pokud bude ‖−→k ‖ = 1 pak se ‖−→h ‖ zobraźı v nové, rotované soustavě, jej́ıž
x-ová osa bude ve směru ‖−→k ‖ pokud ‖−→k ‖ 6= 1, pak bude vektor zmenšený
nebo zvětšený. Tyto formule nám tedy umožňuj́ı přepoč́ıtat souřadnice při
hledáńı v mapách podle vektoru ‖−→k ‖— natáčeńı a zoomováńı pomoćı lupy
(pokud jsme již napolovic sleṕı;-). Mimochodem, onen determinant je také
“velikost” vektoru, který vznikne vektorovým součinem ‖−→h ‖×‖−→k ‖. Protože
jsme v R2, neńı kam tento vektor umı́stit — muśıbýt kolmý na oba ‖−→h ‖,‖−→k ‖
— jediná cesta je zvětšit dimenzi na R3. V našem př́ıpadě bude výsledek
vektorového součinu osa z (směr), která je kolmá na obě x,y. Viz obr:

HHHHHHHH

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡¡
6

HHH

¡
¡

¡

³³³³³³1

PPPPPPq³³³³³³1

PPPPPPq

osa y

osa x

osa z

S
h

k

k′

h′
S

Plocha (objem pro Rn, n > 3) S ohraničená
vektory −→h , −→k , −→h ′

a −→k ′
je rovna:

sinϕ‖−→h ‖‖−→k ‖ = det
(−→

h−→
k

)
= det

(
hy hx

ky kx

)

Ještě mám v záloze zaj́ımavost kolem determinantu (“grafický d̊ukaz”):

£
£
£
£
£
£
£
££±

©©©©©©*£
£
£
£
£
£
£
££±

©©©©©©*

¡
¡

¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

1
2

1

2

3

4

A

B

C

D

h

k

Plocha čtyřúhelńıka ABCD je složena
z obsahu hykx (vyznačený obdélńık) minus
plochy 3,4. Plochy 3,4 jsou ale právě hxky

Potom: S = det
(

hy hx

ky kx

)
= hykx − hxky

Co je tedy skalárńı součin?

Protože palt́ı sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1 pak také:

sin2 ϕ(‖h‖‖k‖)2 + cos2 ϕ(‖h‖‖k‖)2 = (‖h‖‖k‖)2
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Takže tu máme pythagorovu větu. ‖h‖‖k‖ tvoř́ı obdélńık, ten umocněte,
vznikne čtyřrozměrný kvádr. Zkuste zformulovat takovou větu!

To je všechno krásné, ale nemáme d̊ukaz platnosti h · k = ‖h‖‖k‖ cosϕ
i pro Rn! Nic lepš́ıho, než co bude následovat mě nenapadlo:

α

β

γ

ϕ

A

B

C

√
(h + k) · (h + k)

√
h · h

√
k · k

­
­

­
­

­
­

­
­

­
­

­
­

­
­

­­Á

³³³³³³1£
£
£
£
£
£
£
£
£
£
£
£
£
£±

³³³³³³1

Tohoto obrazu si važte!
Jako začátečńık TEXař
jsem se na tom vyblbnul
č́ısly 2 odpoledne;-)
Na osvěžeńı paměti:
x · x = x1x1 + x2x2 + . . . + xnxn =
= x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n√
x · x = ‖x‖ délka (norma) vektoru x

Pythagorova věta pro n dimenźı
euklidovského prostoru!

Odvozeńı z kosinové věty bude vypadat následovně:

(h + k) · (h + k) = h · h + k · k− 2
√

h · h
√

k · k cosβ

Skalárńı součin je distributivńı a komutativńı:

h · h + h · k + k · h + k · k = h · h + k · k− 2
√

h · h
√

k · k cosβ

2(h · k) = −2
√

h · h
√

k · k cosβ

dvojka se “požere”:

h · k = −
√

h · h
√

k · k cosβ

což je také:
h · k = −‖h‖‖k‖ cosβ

tu pozor! — náš úhel β je jiný než “ϕ”. β je π−ϕ (viz obraz), pro cosinus
tedy odvod́ıme (nejlépe nakresńım grafu fce), že cos(π−ϕ) = − cos(ϕ) tedy:

h · k = ‖h‖‖k‖ cosϕ

Nemám rád nedodělanou práci, proto ještě distributivita:

(x + y) · (x + y) = x · x + x · y + y · x + y · y
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(x1 + y1) · (x1 + y1) + . . . + (xn + yn) · (xn + yn) =

= x2
1 + . . . + x2

n + x1y1 + . . . + xnyn + y1x1 + . . . + ynxn + y2
1 + . . . + y2

n

z čehož vyplývá i komutativita xiyi = yixi. A ještě ta podezřelá kos(z)inova
věta:

γ

α
π/2

β

C

A

B

a

b

c

x v

y

­
­

­
­

­
­

­
­

­
­

­
­

­
­

­­Á

³³³³³³1£
£
£
£
£
£
£
£
£
£
£
£
£
£±

Q
Q

QQ

a plat́ı:
x + y = a; x = a− y

y = c cosβ

b2 = v2 + x2; v2 = b2 − x2

c2 = v2 + y2; c2 = b2 − x2 + y2

c2 = b2 − (a− y)2 + y2 = b2 − a2 + 2ay

dosazeńım za y a přeskupeńım člen̊u
dostáváme:

b2 = a2 + c2 − 2ca cosβ

Čili, nic nepadá, ale odvozuje se, že?! ;-). Nyńı jste mohli vidět výhodu
“textového jazyka matiky” oproti geometrii — celkem bez problémů se po-
hybuji v dimeźıch, které si sám nedokážu v hlavě představit — to je výhoda
“vzorečk̊u”! Pozor — ještě — tento d̊ukaz bylo možné realizovat pouze za
vědomosti, že každé dva lineárně nezávislé vektory jsou baśı pro dvojdimen-
zionálńı útvar – rovinu (plochu). Jelikož výsledný vektor

√
(h + k) · (h + k)

je lineárńı kobinaćı h a k, pak také lež́ı v rovině “generované” h, k.
Význam skalárńıho součinu ve fyzice: Na

h · k = ‖h‖‖k‖ cosϕ

se lze také koukat jako na součin pr̊umětu vektoru h do k(= cosϕ‖h‖)
krát velikost k. Práce je definována jako součin śıly a dráhy na které śıla
p̊usob́ı(W = Fr). Obecně pro jakoukoliv dráhu v prostoru pak plat́ı:

W =
∫ r2

r1

−→
F (−→r ) · d−→r

Jedná se jen o sč́ıtáńı přes nekonečně malé úseky d−→r , protože uvažujeme
jakoukoliv dráhu v prostoru. V př́ıpadě pohybu po př́ımce odpadá význam
skalárńıho součinu — přecháźı na normálńı algebraický součin. V př́ıpadě
pohybu po kružnici je d−→r stále kolmý k śıle −→F , skalárńı součin je stále
nulový, takže pohyb po kružnici nepotřebuje, ani nevydává energii. Pohyb
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po elipse ale stálou kolmost −→F a d−→r nezaruč́ı, naše planeta Země se pohy-
buje po elipse a proto se v pr̊uběhu roku měńı jej́ı rycholst (stále docháźı
k přeměnám kinetické a potenciáńı energie!). Nutno podotknouti, že tohle
je docela dobrá aproximace, protože realita neńı plochá jako euklidovský
prostor! (Viz. Obecná teorie relativity).

6 The Day of Independence.

Dva vektory h, k ∈ Xn3 jsou lineárně nezávislé právě tehdy když neexistuje
λ 6= 0, takové, že plat́ı: h = λk = (λk1, λk2, . . . , λkn) což lze zobecnit na n
vektor̊u:

n∑

i=1

λihi = 0, (λ1, . . . , λn) ∈ Rn\{(0, . . . , 0)}

A co to znamená ? λ pouze “magnifikuje” – měńı velikost vektoru. Viz.
obr:.

¢¢̧
¢¢®
¢
¢
¢¢̧

¢
¢
¢
¢¢̧

¢
¢

¢
¢¢®

lineárně závislé

¡
¡

¡¡µ

´́3¢
¢
¢
¢
¢
¢¢̧

@
@I

A
A
A
AAU

£
££°

B
BBM

lineárně nezávislé

Lineárně závislé vektory maj́ı tedy stejný nebo opačný směr. Pozor
na OBRAZ lineárně nezávislé! — je tochu nepřesný — uvědomte si,
že linárńı kombinaćı dvou vektor̊u lze źıskat třet́ı opačný vektor, který je
na obrázku, takže lze naj́ıt taková λi! Pro sudý počet vektor̊u to plat́ı
také — dva vytvoř́ı nový, který “vynulujeme” daľśımi dvěma (jejich lin.
kombinaćı). Souviśı to s baśı vektorového prostoru jako minimálńım počtem
vektor̊u generuj́ıćıch prostor! Z obázku je nutné uvažovat vždy dva jakékoliv
vektory. Zamystele se nad t́ım a jak by nám na obrázku pomohlo 7 dimenźı?

6.1 Lineárńı vectorm!x.

Lineárńı kombinace vektor̊u je definována takto:

k =
n∑

i=1

λihi = λ1h1 + λ2h2 + . . . + λnhn, (λ1, . . . , λn) ∈ Rn

jestliže v́ıte jak se sč́ıtaj́ı vektory, pak vězte, že tohle je akorát sč́ıtáńı vektor̊u
s modifikovanou velikost́ı dle λi.

3Za X si dosaďte č́ısla celá, reálná i komplexńı.
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Lineárńı kombinace λh se dá představit na “natahuj́ıćı” se gumě nebo
ideálně pružném provazu. Č́ım v́ıce provaz natáhnete, t́ım větš́ı je λ a
naopak.

A
A

A
AAK

³³³1

2 vektory

h1 h2
A

A
AK

³³³1A
A

A
AAK

³³³³1A
A

AK³³³³1

¢
¢
¢
¢̧

k

lineárńı kombinace
λ1 = 2/3
λ2 = 2

6.2 Nikoliv igelitové, ale lineárńı obaly!

Lineárńı obal L je množina všech lineárńıch kombinaćı množiny vektor̊u
hi ∈ V :

L(V ) = {
n∑

i=1

λihi}

Ovšem obal je tu velmi zaváděj́ıćı pojem. O žádný obal se nejedná,
ale jedná se o prostor, který generuj́ı vektory z V ! Z subkapitoly 6.1
můžete vypozorovat, že pokud uváž́ıme všechny možné lineárńı kombinace
h1 a h2, dostaneme plochu! Jestliže chcete generovat 3D, pak si vemte 3
lineárně nezávislé vektory. Velmi použ́ıvaná je jednotková kanonická báze
e3: ex, ey, ez:




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 = -

6

¡
¡¡ª

ex = (1, 0, 0)

ez = (0, 0, 1)

ey = (0, 1, 0)

Kdo má apetit na 156 dimenźı, nechť si opatř́ı 156 lineárně nezávislých
vektor̊u (tj. budou tvořeny minimálnňě 156 složkami e156).

6.3 Base “vektorprostoru”.

S pojmem base (báze) lineárńıho prostoru se setkáte hned ve vstuńım kurzu
lineárńı algebry. Význam je zcela triviálńı: Base prostoru V je minimálńı
množstv́ı vektor̊u generuj́ıćıch “náš” vektorprostor V . Pojem minimálńı
množstv́ı je ekvivalentńı pojmu lineárně nezávislých. Pojem generuje je
ekvivalentńı lineárńımu obalu. Dimenze takového prostoru je rovna počtu
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minimálńıho množstv́ı vektor̊u. Uvědomte si, že pro generováńı prostoru
nemuśıte mı́t na sebe kolmé vektory, ale stač́ı pouze jejich lin. nezávislost.
Kanonické vektory maj́ı výhodu, že se v nich dobře přemýšĺı, daľśı výhody
poznáte při studiu pojmu gradient (diferenciálńı počet fćı v́ıce proměnných).

7 Slovo na rozloučenou...

Je dobré si uvědomit, že komplexńı č́ısla jsou “automaticky” vynucena jen
t́ım jak člověk zavedl sč́ıtáńı a jeho “nad-operace” (násobeńı, umocňováńı. . . )
4, při hledáńı inverzńı fce až do zavedeńı komplexńıch č́ısel naraźıte na
neřešitelný problém. Např. a + 2 = 0 nevyřeš́ıte bez zavedeńı záporných
č́ısel. Opravdová krása matematiky se projev́ı v aplikaćıch — bez této oblasti
lidského bádáńı bychom v budoucnu asi neodvrátili naši zkázu (srážka s
metoritem, vyhasnut́ı Slunce apod.) Śıla tkv́ı v možnosti předpov́ıdat
co se stane v budoucnosti! Matematika je kvantitativńım jazykem pro
popisováńı př́ırody, poč́ıtače jsou “stroje na předpov́ıdáńı”, když jim dáte
dobrý model reality. Mimochodem v́ıte jak zjistit, že jste v MATRIXu a
ne v realitě? — stač́ı provést experiment, který ověř́ı křivost časoprostoru.

Dnešńı “nereálné” hry jsou konstruovány na principech euklidovského
prostoru, kde plat́ı: vzdálenost dvou bod̊u

= ‖−→h −−→k ‖ =
√

(h1 − k1)2 + (h2 − k2)2 + . . . + (hn − kn)2

čili pythagorova věta. Euklidovský prostor neńı zakřivený, ale realita ano!
Jeden př́ıklad: trojúhelńık, který má všechny úhly pravé — na kouli to
možné je (jedna osmina koule).

Doufám, že tento text vyvolal bouřlivé diskuze na téma komplexńı č́ısla
a tak podobně ;-))). Just enjoy your free time, free life, free love! Yours
004CZ’s async@centrum.cz. LATEXin type.

Použitá a doporučená literatura:
[1] Feynmanovy přednášky z fyziky 1/3, nakl. FRAGMENT
ISBN 80-7200-405-0

4Např. 1 + 1 + 1 = 3 · 1, 2 · 2 · 2 = 23


